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Параллельные логические вычисления —  
прикладная область модулярной арифметики 

 
(Краснодарское высшее военное училище 

(военный институт)) 
Предложено отображение классической алгебры логики на модуляр-
ную арифметику, которое открывает новые уникальные возможности 
по достижению высоких уровней производительности и отказоустой-
чивости средств гибких логических вычислений. 

Сокращения:  
АП  — арифметический полином; 
БФ — булева (ы) функция (и); 
ЛДПФ — логическое дискретное преобразование Фурье (в за-

данном базисе); 
ЛТЧП — логические теоретико-числовые преобразования (в за-

данном базисе); 
ЦОС — цифровая обработка сигналов. 

1. Введение 
При решении задач синтеза и анализа дискретных устройств, по-
строения систем логического управления сложными техническими 
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объектами и процессами реального времени, реализации средств 
криптографической защиты информации возникает необходимость 
в интенсивной обработке больших объемов логических типов дан-
ных. Однако традиционные методы описания логических функций, 
которые основаны на булевых формулах и полиномах Жегалкина, 
не обеспечивают требуемой эффективности при реализации их с 
помощью существующего парка информационно-вычислительных 
средств.  

Ключ к решению этого противоречия дают методы реализации БФ 
с помощью АП, устанавливающие фундаментальную взаимосвязь 
между логическими и арифметическими типами данных [1—3]. В 
ряде работ предприняты усилия к расширению классов арифмети-
ко-логических форм БФ на основе представления БФ в спектраль-
ной области [4]. Это позволило установить связь разнообразных 
форм представления булевых функций и методов их синтеза, а 
также воспользоваться эффективным математическим аппаратом и 
средствами цифровой обработки сигналов для целей анализа и син-
теза БФ. 

Ряд важных преимуществ, связанных с ограничением числового 
диапазона представления результатов промежуточных вычислений, 
распараллеливанием вычислений, обеспечением контроля ошибок 
и отказоустойчивости вычислительных структур позволяют полу-
чить модулярные преобразования.  

В докладе излагаются некоторые результаты автора [5—14], по-
священные построению модулярных арифметических форм пред-
ставления булевых функций, которые должны позволить распро-
странить преимущества модулярной арифметики на ее новую при-
кладную область — параллельные логические вычисления. 

2. Представление систем БФ посредством АП. 
Постановка задачи 

Пусть дана система БФ от n  переменных nx,,x,xX K21= : 

),(,),(),( 2211 XfуXfуXfу dd === K   (1) 

где jу  — значение, принимаемое j -й БФ )(Xf j ; }1,0{, ∈ji yx  
( )djni ,,1;,,1 KK == . При этом кортеж значений БФ 

11 yyy dd ∗∗∗ − K , где ∗  — разделительный знак, интерпретируется 
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как код целого неотрицательного числа Y , представленного в дво-

ичной системе счисления:  ( ) ∑
=

−
− ==

d

j

j
jdd yYyyy

1

1
211 2K , 

где ( ) Yyyy bdd =− 11K  — представление Y  в системе счисления по 
основанию b . 

Пример 1. 

Представление Y , соответствующее системе БФ 







∨=
⊕=

,)(
,)(

212

211
xxXf
xxXf      (2) 

приведено в табл. 1 (здесь и далее ¬⊕∧∨ ,,,  — символы операций 
логического сложения, умножения, сложения по модулю 2 и ин-
версии соответственно). 

Таблица 1. 

х1 х2 у1 у2 
Y (десятичная за-

пись) 
0 0 1 1 3 
0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 
1 1 0 1 1 

 

2.1. Теорема о представлении системы БФ одним АП 

Теорема 1 [1—3] 

Произвольный кортеж БФ )()()( 11 XfXfXf dd ∗∗∗ − K  может быть 
представлен АП (В.Д. Малюгин): 

∑
−

=
==

12

0
21
21)(

n

n

i

i
n

ii
i xxxcXDY K ,    (3) 

где здесь и далее по тексту статьи ,2
1

21 ∑
=

−=
n

u

un
un iiii K  { }1,0∈ui ;  
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



=
=

=
;0,1
,1,

u

uui
u i

ix
x u  )12,,1,0( −=∈ n

i iZc K  и притом единственным 

образом.  

В качестве доказательства этой теоремы далее будут рассмотрены 
алгоритмы получения (3). 

2.2. Алгебраический метод получения АП. Линейные АП 

Алгебраический метод получения АП (3) заключается в реализации 
следующего алгоритма. 

А Л Г О Р И Т М  1  

Ш а г  1 . Получение АП )(XPj  для каждой БФ )(Xfy jj = , 
dj ,,1 K= : 

.)()(
12

0
21,
21∑

−

=
==

n

n

i

i
n

ii
ijjj xxxrXPXf K    (4) 

Ш а г  2 . Получение АП, взвешенных весами 12 −j  ( )dj ,,1 K= :  

,2)()(
12

0
21,

1 21∑
−

=

− ′==′
n

n

i

i
n

ii
ij

j
jj xxxrXPXP K   (5) 

где 1
,, 2 −=′ j
ijij rr  ( )12,,1,0;,,1 −== nidj KK . 

Ш а г  3 . Получение искомого АП )(XD  (3) путем суммирования 
коэффициентов АП )(XPj′  для всех dj ,,1 K= : 

,)(
12

0
21

12

0 1
21,

2121 ∑∑ ∑
−

=

−

= =
=′=

n

n

n

n

i

i
n

ii
i

i

d

j

i
n

ii
ij xxxcxxxrXD KK  (6) 

где ∑
=

′=
d

j
iji rc

1
,  ( )12,,1,0 −= ni K . 

Пример 2. 
Для системы БФ (2) реализация алгоритма 1 имеет вид. 

Ш а г  1 .  Используя соотношения  
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,2121 xxxx =∧  
,212121 xxxxxx −+=∨  
,2 212121 xxxxxx −+=⊕  

xx −= 1 , 
получим 

,21)()( 21212111 xxxxxxXPXf +−−=⊕==  
.1)()( 21212122 xxxxxxXPXf +−−=∨==  

Ш а г  2 .   

( ) ,21212)( 21212121
0

1 xxxxxxxxXP +−−=+−−=′  
( ) .222212)( 21212121

1
2 xxxxxxxxXP +−−=+−−=′  

Ш а г  3 .   

.4333)22()21()21(21)( 21212121 xxxxxxxxXD +−−=+++−+−+=  

Из этого примера можно видеть, что числовой диапазон, требуе-
мый для представления коэффициентов и результатов промежу-
точных вычислений АП, может значительно превосходить число-
вой диапазон, достаточный для представления Y .  

Большое значение для представления d -выходных БФ )(Xf  име-
ют линейные АП )(XL , которые определяются выражением  

,)( 110
1

0 nn
n

i
ii xdxddxddXLU +++=+== ∑

=
K   (7) 

где коэффициенты nddd ,,, 10 K  — целые числа [3, 15]. При вычис-
лении )(Xf j  используется оператор маскирования { }UtΞ  [15], слу-
жащий для определения t -го двоичного разряда (выхода) пред-
ставления 0

1
1

2
11 2222 aaaaU t

t
r

r +++++= −− KK , т. е. { } t
t aU =Ξ . 

Пример 3. 

Для линеаризации АП 2121)( xxxxXPj −+= , соответствующего БФ 

21)( xxXf j ∨=  используется введение дополнительной (избыточ-

ной) БФ )()1( Xf j . При этом образуется система БФ: 
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.)(

,1)(

21
)2(

21
)1(

xxXf

xxXf

j

j

∨=

⊕⊕=
 

Тогда 21
)1(0)2(1 1)(2)(2)( xxXfXfXLU jj ++=+==  и { }UXf j

2Ξ)( = . 

Таким образом, для представления систем БФ (1) с помощью ли-
нейных АП )(XL  используется тот же принцип взвешивания пред-

ставлений БФ с помощью весов i2  K,1,0( =i ), что и при построе-
нии АП )(XD  (3). Однако значения i  при этом выбираются с уче-
том введенных дополнительных БФ. 

Пример 4. 

Дана система БФ: 









∧=
∧=
∧=

.)(
,)(
,)(

32

21

31

xxXf
xxXf
xxXf

C

B

A
     (8) 

Для обеспечения линейности результирующего АП добавляют 
вспомогательные БФ )()1( Xf A , )()3( XfB , )()5( XfC  и получают систе-
му БФ: 







=

⊕=

),()(
,)(

)2(
31

)1(

XfXf
xxXf

AA

A  






=

⊕=

),()(
,)(

)4(
21

)3(

XfXf
xxXf

BB

B  






=

⊕=

).()(
,)(

)6(
32

)5(

XfXf
xxXf

CC

C  

Далее, в соответствии с (7) и примером 2 имеем:  

,)(2)(2)( 31
)2(0)1(1 xxXfXfXLU AAAA +=+=′=  

,1)(2)(2)( 21
)4(0)3(1 xxXfXfXLU BBBB +−=+=′=  

.1)(2)(2)( 32
)6(0)5(1 xxXfXfXLU CCCC +−=+=′=  

Получаем линейный АП: 

321
420 1612420)(2)(2)(2)( xxxXLXLXLXLU CBA +−−=′+′+′== .    (9) 

Для определения t -й БФ воспользуемся оператором маскирования 
{ }YtΞ :  
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{ }
{ }
{ }.Ξ)(

,Ξ)(
,Ξ)(

6

4

2

UXf
UXf
UXf

C

B

A

=
=
=

 

Отметим, что линейная форма АП (9) достигнута за счет введения 
избыточных БФ и увеличения числового диапазона, необходимого 
для представления U  в 32  раза. 

2.3. Матричные преобразования 

Под прямым и обратным матричным преобразованием (логическим 
дискретным преобразованием Фурье — ЛДПФ) понимают соответ-
ственно пару преобразований [4]: 

,2 YAC n=       (10) 

,1
2

CAY −= n       (11) 

где n2A  и 1
2
−

nA  — соответственно матрицы прямого и инверсного 

арифметического преобразования размерности nn 22 ×  (базис пре-
образования); Y  — вектор истинности d -выходной БФ )(Xf  та-

кой, что TT
dd

n
YYY 



== −

−
)12()1()0(

11 ]|||[ KK YYYY , где T  — сим-

вол транспонирования; )(iY  — числовое значение, принимаемое d -
выходной БФ )(Xf  на i -м наборе булевых аргументов обычной 

таблицы истинности (см. пример 1); [ ]T
nссс 1210 −= KC  — век-

тор коэффициентов АП (3) (арифметический спектр БФ). Матрица 





=

−−−
−

1212

012
2 nn

n
n AA

AA  является n -й кронекеровской степенью 

1
12 AA

n

j
n

=
⊗=  базовой матрицы [ ]

11
01

1 −
=A ; ,1

1
1

1
2

−

=

− ⊗= AA
n

j
n  где 

[ ]
11
011

1 =−A  — базовая матрица обратного преобразования. Матрица 

12 −− nA  образуется из 12 −nA  заменой знаков единичных элементов 
на противоположные. Матричные преобразования хорошо алго-
ритмизируемы и удобны для практического применения. 

Пример 5 
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Пусть задана трехвыходная БФ, векторы принимаемых значений, 
которой имеют вид: 

[ ] ,010110111
T=Y  [ ] ,011001112

T=Y  [ ] .011010013
T=Y  

Тогда  

.

7
3
2
5
1
6
7
0

111
110
010
101
100
011
111
000























=























=Y  

Выполняя прямое ЛДПФ (10), получим 

.

321
21
31

1
32

2
3

19
8

10
5

12
6
7
0

7
3
2
5
1
6
7
0

11111111
01010101
00110011
00010001
00001111
00000101
00000011
00000001

32

xxx
xx
xx

x
xx

x
x























=























⋅























=⋅=

−
−

−

−−−−
−−
−−

−
−−

−
−

YAC  

Из анализа структуры матриц n2A  и 1
2
−

nA  следует, что максималь-

ное количество единичных элементов находится в последней стро-
ке обеих матриц. Причем количество единичных элементов с оди-
наковыми знаками в нижней строке матрицы n2A  равно 12 −n . Учи-
тывая, что максимальное значение, принимаемое элементами мат-
рицы Y , равно 12 −d  ( d  — количество реализуемых одновыход-
ных БФ), можно сделать вывод о том, что в результирующей мат-
рице C  максимальное абсолютное значение может иметь коэффи-
циент ( ) ( )122 1

12 −= −
−

dn
ncabs , где ( )aabs  — абсолютная величина a . 

Для его представления в двоичной системе счисления с учетом не-
обходимости представления знака числа потребуется  

  dnN dn +=+−= − 2))12(2(log 1
2C    (12) 

двоичных разрядов (  x  — наибольшее целое число, не превосхо-
дящее x ). 

Для линейных АП проблема больших коэффициентов является еще 
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более критичной. Однако в этом случае причиной большой вели-
чины коэффициентов является, прежде всего, большое количество 
реализуемых БФ, что в свою очередь вызвано необходимостью 
введения избыточных БФ, имеющих вспомогательный (служеб-
ный) характер. 

3. Модулярные арифметико-логические формы 

Одномодульной арифметикой будем называть арифметику кольца 
вычетов mZ , где m  — значение модуля. Наименьший неотрица-
тельный вычет (в дальнейшем — вычет) целого числа N  по моду-
лю m  будем обозначать как +

mN . 

3.1. Полиномиальные модулярные арифметико-логические 
формы. 

Теорема 2 

Если maxYm > , где maxY  — максимальное значение, принимае-
мое Y , то произвольный кортеж БФ может быть представлен АП: 

,)(
12

0
21
21

+
−

=
∑==

mi

i
n

ii
i

n

nxxxXY Kψµ    (13) 

где += mii cψ , ( )12,,1,0 −= ni K .  

Замечание 1. В общем случае dm 2≥ . 

Определение 1. Выражение (13) будем называть представлением 
БФ )(Xf  на основе модулярной формы АП или обобщенным АП 
Жегалкина. 

Сравнительный анализ АП )( XD  и )(Xµ  можно выполнить на 
примере некоторых элементарных БФ (табл. 2).  

Принцип реализации БФ на основе одномодульной арифметики 
поясняется с помощью блок-схемы, представленной на рис. 1. 
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Таблица 2. 
)(Xf  )(XD  )(Xµ  

ix  ix−1  +−+ mixm )1(1  

21 xx ∧  21xx  21xx  

21 xx ∨  2121 xxxx −+  +−++ mxxmxx 2121 )1(  

21 xx ⊕  2121 2 xxxx −+  +−++ mxxmxx 2121 )2(  

21 xx ∧  211 xx−  +−+ mxxm 21)1(1  

21 xx ∨  21211 xxxx +−−  ++−+−+ mxxxmxm 2121 )1()1(1  
 

 
Следствие 1. 

Коэффициенты АП )(Xµ  (13) лежат в области целых неотрица-
тельных чисел, а их числовой диапазон равен значению модуля m . 

Следствие 2. 

Если для одной и той же системы БФ заданы два арифметических 
полинома )(XD  (3) и )(Xµ  (13), а 1K  и 2K  — количество членов 
этих полиномов, то 12 KK ≤ .  

Для пояснения следствия 2 рассмотрим следующий пример. 

Пример 6. 

Вернемся к рассмотрению системы БФ (2), которой согласно вы-
ражению (3) (пример 2) соответствует АП: 

 

 
Рис. 1. Принцип реализации БФ 

на основе одномодульной арифметики 
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.4333)( 2121 xxxxXDY +−−==  Применение теоремы 2 в общем слу-

чае дает: .4)3()3(3)( 2121
++−+−+== mxxxmxmXY µ  При 4=m  по-

лучим .3)( 421
+++= xxXµ  

Таким образом, следствие 2 указывает на то, что модулярная форма 
АП (13) как минимум не усложняет полиномиальной формы пред-
ставления систем БФ по показателям 1K  и 2K , а как максимум — 
позволяет уменьшить сложность АП за счет сокращения коэффи-
циентов, кратных m . Следовательно, значение модуля m  может 
выбираться не только по критерию собственной минимальности, но 
и по критерию минимальности 2K . 

Лемма 1. 

Если кортеж БФ (1) задан линейным АП (7), то при maxUm >  спра-
ведлива модулярная форма линейного АП:  

,)( 110
1

0
+

+

=
+++=+== ∑ mnn

m

n

i
ii xxxXU ωωωωωλ K       (14) 

где +
=

mjj dω  ( )nj ,,1,0 K= . 

Замечание 2. Значения параметра t  оператора }{UtΞ  при переходе 
от (7) к (14) не изменяются.  

Определение 2. Выражение (14) будем называть представлением 
БФ на основе модулярной формы линейного АП. 

Пример 7. 

Для системы БФ (8), заданной линейным АП (9), параметр t  опера-
тора }{UtΞ  имеет максимальное значение 6max =t  и 36max =U . 

Выберем 3626 >=m . Тогда ++++= 64321 16526020 xxxU .  

Пусть ( )2321 011=xxx . Следовательно, ( ) ( )21064 0110002488 === +U . 
Окончательно имеем:  
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{ }
{ }
{ } .0011000Ξ)(

,1011000Ξ)(
,0011000Ξ)(

6

4

2

==
==
==

Xf
Xf
Xf

C

B

A
 

Связь оператора }{UtΞ  с модулярной арифметикой устанавливает-

ся отношением: 
+









=Ξ

22
}{

t
t UU . 

Замечание 3. Если для получения U  используются избыточные 
БФ с номерами, превышающими maxt  — максимальное значение 
параметра t  оператора }{UtΞ , то модулю m  можно присвоить зна-
чение max2t . В этом случае вместо U  в (14) следует писать 

+= max2tUu , при этом Uu ≤ . 

Таким образом основным свойством модулярной формы АП (13) 
является уменьшение числового диапазона, требуемого для его вы-
числения. Прежде чем сделать более точную оценку числового 
диапазона, рассмотрим принципы реализации матричных преобра-
зований, основанных на модулярной арифметике. 

3.2. Логические теоретико-числовые преобразования 
в базисе n2A . 

Теорема 3. 

Если для d -выходной БФ )(Xf  задана пара ЛДПФ (10) и (11) и 
maxYm > , где maxY  — максимальное значение, принимаемое Y , то 

справедлива следующая модулярная форма преобразований: 

,2
+

=
m

n YAΨ       (15) 

,1
2

+−= mnΨAY       (16) 

где n2A  и 1
2
−

nA  — соответственно матрицы прямого и инверсного 

арифметического преобразования; Y  и Ψ  — соответственно век-
тор истинности БФ )(Xf  и вектор коэффициентов модулярной 
формы АП )(Xµ  (13). Запись ,+⋅ m  означает, что арифметические 
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операции, используемые при произведении матриц n2A  и 1
2
−

nA  на 

вектор-столбец Y  или Ψ , выполняются по модулю m .  

Для доказательства теоремы 3 необходимо учесть взаимоодно-
значность связи между матричной (10), (11) и полиномиальной (3) 
формами представления системы БФ. Тогда справедливость (15) и 
(16) вытекает из справедливости (13). 

Полученная пара преобразований имеет много общего с теоретико-
числовыми преобразованиями (number theoretic transforms) методов 
ЦОС [16]. 

Определение 3. Преобразования (15) и (16) будем соответственно 
называть модулярной формой прямого и обратного матричного 
арифметического преобразования или логическими теоретико-
числовыми преобразованиями (ЛТЧП, logical number theoretic trans-
forms). 

Учитывая, что 11 −=− + mm , выражение (15) можно переписать в 
другой форме:  

,2
+

=
m

n YMΨ       (17) 

где 
+

=
m

nn 22 AM . Запись 
+

m
n2A  означает, что отрицательные 

элементы (единицы) матрицы n2A  заменяются на 1−m . 

Пример 8. 

Продемонстрируем применение ЛТЧП (15) и (16) к двухвыходной 
БФ (2) с матрицей истинности, заданной табл. 1 (см. для сопостав-
ления пример 2): 

,
21

1
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0
1
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21
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0
3

1111
0011
0011
0001

22

2
22
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



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
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







⋅














=⋅=

+
+

−−
−
−YAΨ  
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1
0
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3
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0011
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2 
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





=
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







⋅














=⋅=

+
+− ΨAY  
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Пример 9. 

Применение прямого ЛТЧП (17) при 32=m  к трехвыходной БФ из 
примера 5 дает результат:  

.

321
21
31

1
32

2
3

3
0
6
5
4
6
7
0

37
3
2
5
1
6
7
0

17717117
01070701
00170071
00010007
00001771
00000107
00000017
00000001

33

2

22

xxx
xx
xx

x
xx

x
x























=























⋅























==

+

+
YMΨ  

По аналогии с ЛДПФ в качестве оценки сложности ЛТЧП выберем 
размер матрицы-спектра. Для представления элементов матрицы 
Ψ  потребуется  mN 2log=Ψ  (  x  — наименьшее целое число рав-

ное или превышающее x ) двоичных разрядов или, при dm 2= , 
dN =Ψ  двоичных разрядов, что в  

1+=
d
n

N
N

Ψ

C       (18) 

раз меньше по сравнению с количеством разрядов CN , необходи-
мых для представления элементов матрицы C  (12). 

Так как CN  и ΨN  — это максимальные размерности (количество 
двоичных разрядов) коэффициентов АП (3) и (13) соответственно, 
то оценка (18) применима и к АП (13).  

На рис. 2. представлена геометрическая интерпретация получаемо-
го выигрыша в виде представления матриц Y , C  и Ψ  (здесь ши-
рина матриц означает количество двоичных символов, необходи-
мых для представления элементов матриц-столбцов, ПЛДПФ и 
ОЛДПФ — соответственно прямое и обратное ЛДПФ, а ПЛТЧП и 
ОЛТЧП — соответственно прямое и обратное ЛТЧП). 

Однако этот выигрыш не удается сохранить для линейных АП, для 
которых числовой диапазон представления коэффициентов гаран-
тированно можно уменьшить только в два раза — за счет переноса 
вычислений в область неотрицательных чисел. Препятствием для 
дальнейшего уменьшения, используемого числового диапазона яв-
ляется большая величина модуля m . 
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4. Модулярные арифметико-логические формы, 
основанные на Китайской теореме об остатках 

При моделировании реальных цифровых устройств абсолютные 
значения коэффициентов линейных АП могут превышать величину 

1002 . Поэтому требуется поиск более радикальных путей уменьше-
ния используемых числовых диапазонов. 

Пусть модуль m  для (13) и (14) обладает свойством ∏ == v
k kmm 1 , 

причем ( ) 1,gcd =ji mm ; jivji ≠= ;,,1, K  (здесь и далее ( )ba,gcd  — 
наибольший общий делитель a  и b ). Тогда в соответствии с Ки-
тайской теоремой об остатках Y  можно взаимно однозначно ото-
бразить в последовательность ),,,(}{ 21 vY φφφ K= , где +=

km
Ykφ  

),,1( vk K= . При этом mZY ∈ . Применение для каждого вычета kφ  
),,1( vk K=  рассмотренного выше подхода позволяет получить сле-

дующие положения. 

4.1. Полиномиальные модулярные арифметико-логические 
формы, основанные на Китайской теореме об остатках. 

Теорема 4. 

Если maxYm > , причем ∏ == v
k kmm 1  и ( ) 1,gcd =ji mm  

( )jivji ≠= ;,,1, K , то произвольный кортеж БФ может быть одно-

n

2

d

Y

dn
+

Ψ

n

2

d

Y

d

ПЛТЧП

ОЛТЧП

ПЛДПФ

ОЛДПФ

 
а)     б) 

Рис. 2. Геометрическая интерпретация получаемого выигрыша 
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значно представлен системой модулярных форм АП: 
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ψµφ
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   (19) 

где +=
kmiki c,ψ  ),,1;12,,1,0( vki n KK =−= .  

Определение 4. Систему АП (19) будем называть полиномиальной 
формой представления БФ, основанной на Китайской теореме об 
остатках. 

Замечание 4. Модулярные формы (19) и (13) связаны отношения-
ми:  

),,,(}{ 21 vY φφφ K= , 

( ) { } +== miiviii cψψψψ ,2,1, ,,, K   ( )12,,1,0 −= ni K . 

Для каждого АП системы (19) справедливы и следствия 1 и 2 (при 
этом вместо m  необходимо рассматривать соответствующий мо-
дуль jm  ( )vj ,,1 K= ). 

Лемма 2. 

Если кортеж БФ (1) задан линейным АП )(XL  (7), то при maxUm > , 

где ∏ == v
k kmm 1 , причем ( ) 1,gcd =ji mm  ( )jivji ≠= ;,,1, K , справед-

лива следующая модулярная форма линейного АП:  
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
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ωωωλφ

K
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  (20) 

где +
=

kmjkj d,ω  ( )vknj ,,2,1;,,1,0 KK == .  

Справедливость (20) следует из применения доказательства спра-
ведливости (14) для каждого номера модуля (20) в отдельности и из 
Китайской теоремы об остатках. 

Определение 5. Систему АП (20) будем называть линейной поли-
номиальной формой представления БФ, основанной на Китайской 
теореме об остатках. 

Замечание 5. Модулярные формы (20) и (14) связаны отношения-
ми: 

),,,(}{ 21 vU φφφ K= ; 

( ) { } +
==

mjivjjj dωωωω ,2,1, ,,, K  ( )nj ,,1,0 K= . 

Для упрощения изложения в дальнейшем не будем различать числа 
Y  и U . 

Решение системы равенств  

( )
( )

( )









≡

≡
≡

vv mY

mY
mY

mod

,mod
,mod

22

11

φ

φ
φ

M
 

дает Китайская теорема об остатках. Для этого будем использовать 
запись  

( ).mod
1

CRT kk

v

k
mY φ

=
=     (21) 

В современной трактовке Китайской теоремы об остатках для вы-
числения (21) используется формула  
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( ) ,mod 2211
1

CRT +

=
+++== mvvkk

v

k
BBBmY φφφφ K  (22) 

где 1−= kkk MmqB , kq  находится из сравнения ( )kkk mMmq mod11 ≡−  
( )vk ,,1 K=  (здесь ( )kmba mod≡  — a  сравнимо с b  по модулю km ). 
Несмотря на классический вид формулы (22) она не всегда удобна 
для практического использования, в частности, из-за необходимо-
сти обеспечения большого числового диапазона. Более приемле-
мые для технической реализации формулы предложены в [16—19]. 

Примитивная блок-схема, поясняющая принцип реализации БФ 
посредством модулярных форм АП, основанных на Китайской тео-
реме об остатках, представлена на рис. 3. 
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Рис. 3. Примитивная блок-схема принципа реализации БФ 

 

4.2. Теоретико-числовые преобразования в базисе n2A , осно-
ванные на Китайской теореме об остатках. 

Лемма 3. 

Если для d -выходной БФ )(Xf  задана пара ЛТЧП (15) и (16) и 

maxYm > , причем ∏ == v
k kmm 1  и ( ) 1,gcd =ji mm  ( )jivji ≠= ;,,1, K , 

то справедлива следующая модулярная арифметико-логическая 
форма преобразований: 
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где n2A  и 1
2
−

nA  — соответственно матрицы прямого и инверсного 

арифметического преобразования;  

T
kkkk

n
],,,[ )12()1()0( −= φφφ KΦ , 

+
=

km
ir

k Y )()(φ , vk ,,1 K= ;  

T
kkkk n ],,,[ ,12,1,0 −= ψψψ KΨ  ),,1( vk K= . 

Доказательство справедливости (23) и (24) следует 1) из взаимо-
однозначности связи матричной (10) и (11) и полиномиальной (3) 
форм представления БФ и 2) из доказательства справедливости по-
линомиальной формы представления (19), основанной на Китай-
ской теореме об остатках. 

Определение 6. Пару систем матричных преобразований (23) и 
(24) будем называть ЛТЧП, основанными на Китайской теореме об 
остатках (ЛТЧП КТО). 

Замечание 6. ЛТЧП КТО (23) и (24) связаны с ЛТЧП (15) и (16) 
следующими отношениями 

( ),mod
1

CRT kk

v

k
mΨΨ

=
=   ( ).mod

1
CRT kk

v

k
mΦY

=
=  

На рис. 4 показана геометрическая интерпретация ЛТЧП КТО и его 
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взаимосвязь с ЛДПФ и ЛТЧП.  

Согласно этой диаграмме смысл ЛТЧП КТО сводится к разложе-
нию каждой из матриц Y  и C  на v  матриц меньшей «ширины» — 

vlll ,,, 21 K , где  kk ml 2log= , что позволяет упростить преобразова-
ние для каждой из полученных матриц kΨ  или kФ  ( )vk ,,2,1 K=  в 
отдельности. Полученные результаты затем восстанавливаются с 
помощью Китайской теоремы об остатках. При этом спектр Ψ  яв-
ляется матрицей ЛТЧП по модулю ∏ == v

k kmm 1 . 

5. Заключение 

Основы вычислительных методов алгебры логики, используемые в 
настоящее время, были созданы в «докомпьютерную» эпоху и пло-
хо согласуются с методами организации вычислений в современ-
ной компьютерной технике. Напротив, арифметическая логика 
полностью соответствует принципам построения современных и 
перспективных ЭВМ и позволяет раскрыть неиспользуемый в на-
стоящее время потенциал вычислительной техники по реализации 
высокопроизводительных, гибких, параллельных логических вы-
числений. 
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Рис. 4. Геометрическая интерпретация ЛТЧП КТО 
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Модулярные арифметико-логические формы (общая классифика-
ция представлена на рис. 5) обладают рядом новых полезных 
свойств и ориентированы на воплощение в современную и перспек-
тивную практику цифровой обработки информации идей арифме-
тической логики на основе высокоразвитого и прогрессивного на-
учно-методического аппарата модулярной арифметики. 

снованные на
Китайской теореме об

остатках

основанные на
одномодульной
арифметике

Модулярные формы
арифметических
полиномов,

Логические
теоретико-числовые
преобразования,

 
Рис. 5. Общая классификация 

модулярных арифметико-логических форм 

Достоинствами модулярных арифметико-логических форм явля-
ются: 

§ высокая степень параллелизма логических вычислений, которая 
может быть классифицирована как сверхпараллелизм; 

§ уникальные возможности по обеспечению отказоустойчивости 
и живучести средств логических вычислений; 

§ обеспечение контроля и коррекции ошибок на всех стадиях об-
работки, хранения, а также передачи информации; 

§ создание благоприятных условий для приоритетного использо-
вания быстродействующих табличных операционных устройств 
(в том числе на базе программируемой логики) за счет сущест-
венного уменьшения (по сравнению с двоичной системой счис-
ления — на порядки) объема таблиц;  

§ уменьшение сложности представления логических функций на 
основе АП; 

§ возможность многоцелевого использования средств логических 
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вычислений, которая, в свою очередь, может быть использована 
для обеспечения отказоустойчивости и живучести вычислитель-
ной системы или для сокращения аппаратурных затрат за счет 
разделения решения задач во времени; 

§ реализация широкого класса логических алгоритмов, в том числе 
и нейросетевых алгоритмов (пороговый элемент представим од-
ним линейным АП, система пороговых элементов (слой) — это 
система логический функций, поэтому также представима одним 
линейным АП). 

В настоящее время модулярная арифметика широко применяется в 
методах и средствах ЦОС. Модулярные арифметико-логические 
формы позволяют задействовать высокоразвитый математический 
аппарат и совершенные технические средства ЦОС, базирующиеся 
на методах модулярной арифметики, для высококачественной реа-
лизации параллельных логических вычислений. В настоящей рабо-
те даны основы построения безызбыточных модулярных арифме-
тико-логических форм. Принципы обеспечения контроля ошибок 
логических вычислений и построения отказоустойчивых вычисли-
тельных структур (в классе логических алгоритмов) даны в [5]. 
Обобщение модулярных арифметико-логических форм на много-
значные логические функции дано в [5, 13, 14].  

Таким образом, модулярные арифметико-логические формы, по-
видимости, позволяют преодолеть важное противоречие двух ос-
новных способов реализации логических алгоритмов: программно-
го (гибкого) и аппаратного (жесткого). Логические вычисления, 
обладающие достоинствами программной реализации, становится 
возможным реализовать специализированными вычислительными 
средствами, характеризующимися требуемым комплексом техни-
ческих характеристик. 
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