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Введение.

Программа предназначена для вычисления спек-
тральных  и  взаимных  спектральных  плотностей  2-х 
стационарных случайных процессов. Программа состоит 
из 2-х частей. В 1-ой части вычисляются спектраль-
ные характеристики и производится их усреднение по 
интервалам. Во 2-ой части полученные характеристики 
усредняются  по  частотам.  2-я  часть  не  является 
самостоятельной и может работать только непосред-
ственно после 1-ой части.

Использование алгоритма быстрого преобразова-
ния Фурье позволяет существенно сократить время вы-
числений по сравнению с обычными методами. Зависи-
мость времени счета по 1-ой части программы от дли-
ны интервала N временного ряда и от количества ин-
тервалов К иллюстрируется таблицей.

N K Время счета 
спектра

Время печа-
ти спектра

Общее время 
счета

64 1 1 мин 10 мин 11 мин

64 3 2 мин 30 сек 10 мин 12 мин 30 сек

64 14 10 мин 40 сек 10 мин 20 мин 40 сек

128 1 2 мин 20 мин 22 мин

128 3 5 мин 10 сек 20 мин 25 мин 10 сек
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Программа может быть включена в автоматизи-
рочванную систему статистической обработки материа-
лов [1].

§1. Описание метода.

За оценку спектральной плотности временного 
ряда x n  (n = 0, 1, …, N-1) принимается функция:

f xx k =
t
2N ∣∑n=0

N−1

xne
− 2 i k n

N ∣
2

=
 t
2N

∣C x k ∣2 , 

k=0,1, , N−1 ,

называемая  периодограммой,  а  за  оценку  взаимной 
спектральной плотности 2-х временных рядов x n , y n  
n=0,1, , N−1   — функция

f xy k =
 t
2N ∑

n=0

N−1

xne
− 2 i k n

N *∑
n=0

N−1

yn e
− 2 i k n

N =
f ' xy k i f ''xy k  ,

k=0,1, , N−1

Здесь  t  — временной интервал рядов x n , y n , * — 
операция комплексного сопряжения.
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Преобразование Фурье C xk =∑
n=0

N−1

x ne
− 2i k n

N  ряда x n  

и  C y k =∑
n=0

N−1

y n e
−2i k n

N  ряда  y n  можно  определить  од-

новременно,  если  произвести  преобразование  Фурье 
комплексного ряда z n=xni y n .

Действительно,  если  C z k =C ' z k i C ''z k   — 
преобразование Фурье ряда z n , то:

C z  k =C x k i C y k 

C z
*N−k =C x

* N−k −iC y N−k =C xk −iC y k  ,

Отсюда:

C xk =
C ' zk C ' z N −k 

2
 i

C ''z k −C ''z N−k 
2

C yk =
C ''z k C ''z N−k 

2
− i

C ' z k −C ' z N −k 
2

.

Для  вычисления  преобразования  Фурье  комплексного 
ряда используется метод быстрого преобразования Фу-
рье (алгоритм Кули-Тьюки) [2]. Этот алгоритм осно-
ван на итеративном процессе (число итераций конеч-
но) вычисления коэффициентов Фурье временного ряда 
через коэффициенты Фурье четных и нечетных элемен-
тов этого ряда и реализуется наиболее просто, когда 
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число членов ряда является степенью числа 2: N =2 , 
  — натуральное число.

Для получения коэффициентов  C z k   в порядке 
возрастания  номера  k необходимо  изменить  порядок 
исходного  временного  ряда  z k .  Эта  «перетасовка» 
осуществляется следующим образом: в позиции с номе-
ром n записывается число z с номером, полученным из 
n  двоичной  инверсией.  Например,  в  позиции 

n=6=1102  записывается число z011 2=z3 .

Метод быстрого преобразования Фурье позволяет 
существенно сократить время вычислений. Для получе-
ния N  коэффициентов Фурье непосредственно по фор-
муле:

C z  k =∑
n=0

N−1

zn e
−2i k n

N , k=0,1, , N−1

требуется произвести ~N 2  операций. Применение ме-
тода быстрого преобразования Фурье позволяет умень-

шить число операций приблизительно в N
log2N

=
n

 раз. 

Кроме того, метод Кули-Тьюки имеет то дополнитель-
ное преимущество, что промежуточные вычисления мож-
но хранить в тех же ячейках памяти, в которых нахо-
дились и первоначальные значения ряда z n ; коэффи-
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циенты Фурье C z k   также получаются в тех же ячей-
ках.

Исходные ряды x n , y n  n=0,1, , M   разбивают-
ся на интервалы по  N =2  чисел в каждом. Если в 
последнем интервале окажется меньше  N  чисел, то 
интервал будет дополнен до N  чисел нулями. Полу-
ченное число интервалов — наибольшее, по которому 
возможно усреднение.

На  каждом  из  интервалов  вычисляется  спек-
тральная характеристика  f  k   =1,2, , K  .  Усред-
нённое по интервалам значение спектральной характе-
ристики вычисляется по формуле:

f k  1
K ∑

=1

K

f  k 

Усреднение по частотам производится с равными 
весами  по  2p1  частотам  и  усредненное  значение 
приписывается  центральной  частоте.  Усреднение 
производится итерационно по формуле:

f k = f k−1 f  kв− f k н

где k в=k p , k н=k−1− p .

В случае k p N
2
 или k−1− p0  для вычисле-

ния величин  k в  и  k н  используются свойство перио-
дичности спектров, а также свойство симметрии (для 
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f xx , f yy , f ' xy ) или антисимметрии (для f '' xy ) отно-

сительно  точки  K=
N
2
.  Если  k p N

2
,  то 

k в=N−k p , если k−1− p0 , то k н=−k−1− p  . Кро-

ме того, для антисимметричного спектра при k p N
2

или k−1− p0  значение f k в  или f k н   нужно брать 
с обратным знаком.

Итерация начинается со значения f 0 , причем 
f 0=0  для  антисимметричного  спектра  и 

f 0= f 02∑
K=1

p
f k   для симметричного. Значения пе-

риодограммы при  k=0  может значительно превышать 
значение периодограммы при соседних k  (если в реа-
лизации процесса имеется постоянная составляющая). 
Это  приводит  к  значительным  искажениям  среднего 
спектра для частот, близких к нулевым. Чтобы избе-
жать таких ошибок, полагаем f 0= f 1  .

Вычислив  f k  ,  получаем среднее значение по 
формуле:

f k =
f k 
2p1

.
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§2. Некоторые особенности программы и разме-
щение её в памяти.

1-ая часть программы занимает зоны магнитного 
барабана 30÷44 и  WZ÷X2,  2-я часть — зоны 34÷42. 
Зоны 1W÷3X и Z4÷X3 отведены для хранения исходной 
информации, промежуточных вычислений и окончатель-
ных результатов.

Вычисления в программе производятся частично 
с фиксированной, частично с плавающей запятой. Зна-
чения x n , y n  записываются в памяти машины в длин-
ных ячейках с масштабом 3−6 , т.е. каждое число за-
писывается как целое с предполагаемой запятой после 
восьмого разряда.

Спектральные характеристики на каждом из ин-
тервалов вычисляются в режиме фиксированной запятой 
с применением масштаба, а затем записываются в нор-
мальной форме ИП-3. Дальнейшие вычисления выполня-
ются с плавающей запятой.

§3. Инструкция по перфорации исходных данных.

Форма представления числовой информации такая 
же, как и в  [1].  Вся числовая информация должна 
быть представлена в виде целых чисел (не более, чем 
четырехзначных), отперфорированных в десятичной си-
стеме. Положительные числа можно перфорировать без 
знака или со знаком «+», перед отрицательными чис-
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лами перфорируется знак «-». После каждого числа 
ставиться  символ  «вк»  —  возврат  каретки.  Числа 
должны  записываться  пятью  символами,  не  считая 
«вк». Если для записи числа требуется меньше пяти 
символов, перед ним пробивается недостающее число 
пробелов «_», например:

_ -123 вк _ _ _ 45 вк —6789 вк

Управляющая зона №1 для счета по 1-ой части 
программы состоит из 11 чисел:

Ax  — ориентировочный верхний предел времен-
ного ряда х,

Bx  — ориентировочный нижний предел временно-
го ряда x,

x  — среднее значение временного ряда x,
Ay  — ориентировочный верхний предел времен-

ного ряда y,
B y  — ориентировочный нижний предел временно-

го ряда y,
y  — среднее значение временного ряда y,

  — показатель степени числа 2, N
2
=2−1 ,

K — число интервалов,
«PRINT» — признак печати,
 t  — временной интервал.
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Признак печати «PRINT» может принимать значе-
ния 1 или 0. Если «PRINT» = 1, то после счета по 1-
ой части программы происходит печать усредненных по 
интервалам  значений  спектральных  характеристик. 
Если «PRINT» = 0, то после счета по 1-ой части про-
граммы последует останов, и можно переходить к сче-
ту по 2-ой части программы.

В начале управляющей зоны №1 перфорируется 
комбинация символов «цр _ _ _ _ _ вк», в конце, по-
сле символа «вк» перфорируется комбинация символов 
«пч    ».  Например,  Ax=933 ,  Bx=419 ,  x=627 , 

Ay=516 ,  B y=14 ,  y=229 ,  =6 ,  N
2
=32 ,  K=1 , 

«PRINT»=1 ,  t=34 , следует перфорировать так:

цр _ _ _ _ _ вк _ _ 933 вк _ _ 419 вк _ _ 627 вк

_ _ 516 вк _ _ _ 14 вк _ _ 229 вк _ _ _ _ 6 вк

_ _ _ 32 вк _ _ _ _ 1 вк _ _ _ _ 1 вк _ _ _ 34 вк 

пч  .

Управляющая зона №2 для счета по 2-ой части про-
граммы состоит из одного числа:

P — полуширина усредняющего фильтра.
В начале управляющей зоны №2 перфорируется комби-

нация символов «цр _ _ _ _ _ вк » в конце, после символа 
«вк» перфорируется комбинация символов «пч  ».
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Например, р=2  следует перфорировать так:

цр _ _ _ _ _ вк _ _ _ _ 2 вк пч 

Допустимые  значения  параметров:  2≤≤8 , 
N⋅K≤315 , 0≤ p≤12 .

После управляющей зоны №1 перфорируется заданный 
временной ряд  X n  n=0,1, , M  .  Этот  ряд делится на 
интервалы по N =2  чисел. В последнем интервале может 
оказаться меньше N чисел. В этом случае интервал будет 
автоматически дополнен до N чисел нулями. Ряд обрабаты-
вается частями по N чисел, поэтому в конце каждого ин-
тервала, как знак окончания данного интервала перфори-
руется комбинация символов «  ». После последнего 
числа ряда, перед комбинацией символов «  », как 
знак окончания данного ряда, перфорируется «пч». Интер-
вал чисел, в свою очередь, делится на группы таким об-
разом, чтобы информация, содержащаяся в каждой группе, 
целиком помещалась в одной зоне оперативной памяти (162 
символа). Поэтому в каждую группу можно помещать не бо-
лее 25 чисел. В конце каждой группы чисел перфорируется 
комбинация символов «  ». Между группами делается, 
как обычно, промежуток не менее 15 см. Удобно разбивать 
интервалы на группы по 16 чисел, тогда одну и ту же 
ленту можно использовать для различных ≥4 .
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На отдельной ленте, аналогично ряду x n , перфори-
руется ряд y n  n=0,1, , M  .

§4.  Инструкция к счету по программе. Вывод 
результатов.
Инструкция к счету по 1-ой части программы.

1. Программа вводится «Начальным пуском» с 
остановом 2  после правильного ввода.

2. После ввода программы поставить перфоленту 
с управляющей зоной №1 и с исходным рядом  x на 
фотоввод №1, перфоленту с исходным рядом y на фото-
ввод №2 и нажать кнопку «Пуск».

После ввода управляющей зоны последует её пе-
чать. Исходные данные вводятся постепенно по мере 
работы програмы поочередно с фотовводов №1 и №2.

Если признак «PRINT» = 1, то после счета по-
следует выдача результатов на печать. После полной 
печати всех результатов произойдет останов 6 .

Если признак «PRINT» = 0, то после счета по-
следует останов 7 , и можно переходить к счету по 
2-ой части программы.

3. Для повторного использования 1-ой части 
программы не требуется ввод её в память машины, до-
статочно вернуться к пункту 2.
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Инструкция к счету по 2-ой части программы.

1. Программа вводится «Начальным пуском» с 
остановом 6  после правильного ввода.

2. После ввода программы поставить перфоленту 
с  управляющей зоной  №2 на  фотоввод №1  и нажать 
кнопку «Пуск».

После ввода управляющей зоны последует её пе-
чать, затем счет по программе и печать результатов. 
После  полной  печати  всех  результатов  произойдет 
оставнов 6 .

3. Для повторного использования 2-ой части 
программы с другой управляющей зоной нужно повто-
роить все действия, начиная с пункта 1.

Вывод результатов.

Результаты печатаются по два столбца следую-
щим  образом:  сначала  спектральная плотность  f xx  
ряда x  и спектральная плотность f yy  ряда y , затем 
вещественная и мнимая части взаимной спектральной 
плотности f xy= f ' xyi f ''xy .

Вывод на печать спектральных и взаимной спек-
тральной плотностей производится не полностью, а 
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только  первых  половин  массивов  (для  номеров  от 

K=0  до  K=
N
2
), поскольку вторые половины спек-

тров симметричны (или антисимметричны для f ''xy ) от-

носительно K=
N
2
.

Образец печати приводится на следующей стра-
нице.

Ax=933 ,

Bx=419 ,

x=627 ,

Ay=516 ,

B y=14 ,

y=229 ,

=6 ,

N
2
=32 ,

K=1 ,

«PRINT»=1 ,

 t=34
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f xx
f yy
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f ' xy
f ''xy
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§5. Таблица остановов

Оста-
нов

Содержание 
регистров Причина останова Способ устранения
С К

1 0Z0 0032X Неправильно вве-
лась какая-либо 
из зон программы

Вернуть эту зону назад и 
ввести нажатием кнопки 
«Пуск». Если неправильно 
ввелась одна из 2-х первых 
зон, повторить ввод с пер-
вой зоны нажатием кнопки 
«Начальный пуск».

2 031 0012X Окончание ввода 
1-ой части про-
граммы.

Поставить на фотоввод 1 
перфоленту с управляющей 
зоной №1 и массивом чисел 
x, на фотоввод 2 перфолен-
ту с массивом чисел y. На-
жать кнопку «Пуск».

3 111 1442X Число имеет 
больше 5 цифр 
(сдвоенное)

Исправить и нажать «Пуск».

4 10X 1442X Числа не умести-
лись в зону 
(зона кончилась, 
но нет знака 

Исправить и нажать «Пуск».

5 121 1442X Пять рядом стоя-
щих чисел вышли 
за контрольные 
пределы (А и В)

Проверить перфоленту. Ис-
править число и нажать 
«Пуск». Если ошибочно за-
даны пределы, исправить их 
и начать счет сначала.

6 113 1002X Окончание счета 
задачи по 1-ой 
или 2-ой частям 
программы.

7 041 0002X Окончание счета 
(без печати) по 
1-ой части про-
граммы.

Поставить на фотоввод №1 
2-ую часть программы и на-
жать «Начальный пуск».

8 020 0012X Окончание ввода 
2-ой части про-
граммы

Поставить на фотоввод №1 
перфоленту с управляющей 
зоной №2 и нажать кнопку 
«Пуск».
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Приложение 1. 1-ая часть программы.
Ввод 1-ой части программы.

Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Зона контрольных сумм.

Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1

21



Перетасовка I.

Зона МБ 3Q
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Перетасовка II.

Зона МБ 31
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Перетасовка III. Очистка зон Z4÷X3.

Зона МБ 32
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1,0
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Зона МБ 33
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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FFT 1.

Зона МБ 34
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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FFT 2.

Зона МБ 4W
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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FFT 3.

Зона МБ 4X
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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FFT 4.

Зона МБ 4Y
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Вычисление периодограмм 1.

Зона МБ 4Z
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Вычисление периодограмм 2.

Зона МБ 40
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Вычисление периодограмм 3.

Зона МБ 41
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Проверка окончания счета. Восстановление про-
граммы.

Зона МБ 42
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Усреднение по интервалам.

Зона МБ 43
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Подпрограмма сложения.

Зона МБ 44
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Подпрограмма «10 3» (для целых чисел), ↗ 1.

Зона МБ WZ
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Подпрограмма «10 3» (для целых чисел), ↗ 2.

Зона МБ W0
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Подпрограмма  «10 3»  (для  целых  чисел),  ↗ 3. 
Восстановление программы.

Зона МБ W1
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1,2 Пф=1
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Ввод управляющей зоны I.

Зона МБ W2
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Ввод управляющей зоны II.

Зона МБ W3
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Обработка входной информации.

Зона МБ W4
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Ввод чисел.

Зона МБ XW
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Подготовка к печати I.

Зона МБ XX
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Подготовка к печати II.

Зона МБ XY
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=2 Пф=2
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Формирование десятичного номера.

Зона МБ XZ
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=Z Пф=Z,1
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Перевод «3 10» ↗ I.

Зона МБ X0
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Перевод «3 10» ↗ II.

Зона МБ X1
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=Z Пф=Z
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Подпрограмма деления и умножения.

Зона МБ X2
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=Z Пф=Z
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Приложение 2. 2-я часть программы.
Ввод 2-ой части программы.

Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0

49



Зона контрольных сумм.

Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Усреднение по интервалам I.

Зона МБ 34
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1,0

51



Усреднение по интервалам II.

Зона МБ 4W
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Усреднение по интервалам III.

Зона МБ 4X
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0
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Усреднение по интервалам IV.

Зона МБ 4Y
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1
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Усреднение по интервалам V.

Зона МБ 4Z
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=1 Пф=1

55



Усреднение по интервалам VI.

Зона МБ 40
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0 Пф=0

56



Зона МБ 41
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=Z Пф=Z
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Зона МБ 42
Адрес Команда Адрес Команда
Пф=0,Z Пф=0
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